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Diofantiline vorrand on vorrand kujul

flzy,29,...,2,) =0 (1)

kus n > 2. Kui f on taisarvuliste kordajatega poliinoom, siis see on algebraline dio-

fantiline vorrand. Diofantilise vorrandi lahendiks nimetakse selle vorrandi rahuldava

tiisarvude komplekti (29, x5, ... 29).
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Elementaarsed lahendusvotted

1. Teguriteks lahutus. Esitame esialgse vorrandi (1) kujul

fi(zr, @, o) fo(xr, e, oo p) oo [z, 2, .. 2) = a
kllS fl,f27. . .,fk - Z[Xl,XQ, . 7X5]
Naiiteks:
@+ D+ 1)+ 2@ —y) (1 —ay) =41 +2y) &
(zy—1—(z-y)=4 &
(x+1)(y—1)==+2

2. Labivaatus. Niitame, et lahendid kuuluvad mingisse 16pliku hulka, ning vaatame
koik 1abi.
Naiiteks:
22yt = (x4 y)? =
t4+y=0 voi ®—zy+1P=z+y &
r=—y voi (z—y)+(@-1)7+(y—-1)°=2
3. Parameetriline esitus. Tihti, kui on vaja néidata, et vorrandil (1) on l6pmata

palju lahendeid, v6ib proovida leida parameetriline esitus tema lahenditele, s.t.
esitada iga lahend kujul:

:L’lzgl(k’l,...,kl), CL‘Q:gg(kl,...,kl), ey ZL’n:gn<k’1,...,k’l)

(Kuid tavaliselt ikka ei ole voimalik esitada parameetriliselt koiki lahendeid).
Naiiteks: Niidata, et vorrandil a2 + 2 + 22 = 22 + y? + 22 leidub 16pmata palju
lahendeid.

Lahendus: Kui paneme z = —y, siis saame et 23 = 2% + 2¢% Kui niiiid votta

y = mx, m € Z, siis saame, et x = 1 + 2m?2. Seega vorrandit rahuldavad koik
kolmikud (1 4 2m? m(1 + 2m?), —m(1 + 2m?)).
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4. Moodulo aritmeetika. Viga tore asi.
Naiteks: Niidata, et vorrandil 2° — y? = 4 ei leidu tiisarvulisi lahendeid.

Lahendus: Vaatleme vorrandi modulo 11 jirgi. 2° — 4 saab olla modulo 11 jérgi
ainult 6,7 voi 8, mis ei vordu iihtegi tdisarvu ruuduga modulo 11.

5. Matemaatiline induktsioon. Koige otsesem ldhenemine iilesannetele, kus sénas-
tuses esineb “néita, et iga n korral...”.
Naiteks: Niidata, et iga n € Z, korral vorrand z2 + y? + 22 = 59" on lahenduv.

Lahendus: n = 0 jan = 1 jaoks sobivad lahendid on vastavalt (x1,y1,21) = (1,3,7)
ning (2, ys, 22) = (14,39,42). Niiiid iga n > 3 jaoks defineerime (x,, yn, 2,) =
(592xn—27 592%—27 592271—2)-

6. Fermat’ 16pmatu languse meetod. “Anti-induktsioon”.

Naiiteks: Niidata, et vorrandil o3 4+ 2y® = 423 ei leidu positiivseid téisarvulisi

lahendeid.

Lahendus: Oletame, et (x1, y1, 21) on mingi lahend, (z1,y1, 21 € Z4). Siis (22, Yo, 22) =
(%, %, %) peab olema ka lahend, ning x3,y2, 22 € Z,. Jitkates, saame 16pmatu
kahaneva positiivsete tdisarvude jada xy > x9 > x3 > ..., mis on voimatu.

Lineaarne diofantiline vorrand on vorrand kujul
a1T1 + Aoy + -+ apr, = b (2)
kus ai,as,...,a,,b € Z.

1. Pdhiteoreem. Vorrand ax + by = ¢ on lahenduv parajasti siis, kui siit(a, b)|c.
Seejuures iga lahend omab kuju

(5,9) = (T0 + ————t, o — ———1)
SV =0T it (a,0) 7 sit(a, b)

kus (xg, o) on mingi konkreetne lahend, ning ¢ € Z.
Naiide: Lahendada tdisarvudes vorrand 6z + 10y + 152 = 7.

Lahendus: (6z + 10y) + 152 =7 < 23z +5y)+ 152 =T.
Olgu (3xz+5y) = w, siis 2w+15z = 7. Lahendame alguses seda vorrandi. Eukleidese
algoritmiga saame 1 = 2-(=7)+15-1, seega 2- (—49) +15-7 =7, s. t. (wo, 29) =
(—49,7) on viimase vorrandi erilahend. Teoreemist saame, et

w = —49 + 15u
z2="T—2u

kus u € Z. Ja&b lahendada 3x + 5y = —49 + 15u. Jalle Eukleidese algoritmiga
saame, et 3-2+5-(—1) = 1. Siis (2 (—49+ 15u), —1 - (—49 + 15u)) on erilahend,
seega

r = —-98 + 30u + Sv
y =49 — 15u — v
z=T7—2u

kus u € Z, v € Z, mis ongi otsitav lahend.



2. Jareldus. Vorrand (2) on lahenduv parajasti siis, kui siit(aq, as, ..., a,)|b, ning
iga lahend on avaldatav kui n — 1 parameetritega lineaarne funktsioon.

3. Boonusteoreem. Olgu téiisarvud aq,...,a,, > 0. Tahistagu A, vorrandi a;x, +
-+« + apx, = n lahendite arv. Siis jada (A,) genereeriv funktsioon on
1
flz) = lz] <1

(1 _xal)(]_ _ajam)7
s.t. A, vordub x™ ees oleva kordajaga antud funktsiooni astmereaks arenduses.
Sellest tulenevalt kehtib vordus

1
A, =

ol

"(0)

Naiide: Leida vorrandi x + 2y = n positiivse tdisarvuliste lahendite arv.

Lahendus: Kasutame teoreemi juhul f(t) = m

Pythagorase vorrand on diofantiline vorrand kujul
z? + y2 =22 (3)
1. Pdhiteoreem. Iga vorrandi (3) lahend omab kuju
r = k(m? —n?) y = k(2mn) z = k(m?* 4+ n?)
kus k,m,n € Z.

Ulesanded
1 1

1. Olgu p,q € P (s. t. algarvud). Lahendada téisarvudes vorrand: % +y =

. OlgupeP,p>3, z,y,2 € Z,. Lahendada vorrand: 2 + y> + 23 — 3zyz = p.

2
3. Leida positiivsed taisarvulised lahendid: % + é + % = %

L

Niidata, et vorrandil 22 + y? = 137 leidub I6pmata palju téisarvulisi lahendeid.

1
Y

ot

Leida vorrandi % + == % koik taisarvulised lahendid.

Leida vorrandi p® — ¢° = (p + q)? koik algarvulised lahendid.

N

Niita, et iga n > 3 jaoks, vorrandil xl—l + :712 4+t xi = 1 leidub lahend, kus koik
x; on erinevad positiivsed téisarvud.

8. Leida vorrandi a3 + a3 + -+ + a3, = (x1 + 22+ - - - + 1,,)? koik lahendid, kus koik
x; on erinevad positiivsed téisarvud.

9. Leida koik mittenegatiivsed téisarvud, mis rahuldavad vorrandi 2* — 1 = xy.
10. Olgu m,n € Z, 1 > m,n > 1000, (n*> — mn —m?)?> = 1. Leida max(m? + n?)
11. Leida positiivsed téisarvulised lahendid: 7% + x% + 47 = 3.

12. Niita, et ei leidu kaht positiivset tdisarvu, mille ruutude summa ning vahe oleksid
molemad taisruudud.
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