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1 Gradient ja Hessiaan

Definitsioon Olgu f : R® — R™. Funktsiooni f nimetatakse diferentseeruvaks
punktis xg, kui leidub lineaarteisendus A (xg) selline, et

f(x0 + Ax) = f(x0) + A(xg)Ax + o( Ax)

Funktsiooni f nimetatakse diferentseeruvaks hulgal @ C R"™, kui ta on dife-
rentseeruv igas hulga @ punktis. Kui f on diferentseeruv hulgal R"”, siis iitleme
lihtsalt, et f on diferentseeruv. Maatriksit A (xg) nimetatakse funktsiooni f tu-

letiseks voi Jakobi maatriksiks (punktis x) ning téhistatakse 22 (x") vol f'(xo).

Teoreem 1.1
dfi(xo)
E)xj

(A(x0))ij =
Teoreem 1.2
(f(9(x))" = f'(9(x))g'(x)

Olgu f : R® — R diferentseeruv funktsioon. Tema tuletis (punktis xg) on siis
1 x n maatriks

_ (0f(x0) Of(x0) df(xo0)
A(XO)_( x4 Oy T Oz, >

Vektorit A (xo)T nimetatakse funktsiooni f gradiendiks ja tihistatakse V f(xg).

Teoreem 1.3

Olgu niitid funktsiooni f argument — m X n maatriks:

f=FX) = f(zi1, 212, Tijy - o, Tnn)

Selle funktsiooni gradient on mn elementidega vektor, mida on ménikord mugav
ka m xn maatriksina kirja panna. Defineerime seega ka gradiendi maatriksi jirgi:
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Definitsioon Olgu f : R™ — R diferentseeruv ja Vf : R* — R” diferentseeruv
(s.t. f on kaks korda diferentseeruv). Funktsiooni Vf tuletis punktis xq on

n x n maatriks H(xo), mida nimetatakse funktsiooni f teiseks tuletiseks ehk

Hessiaaniks (punktis xg) ja tdhistatakse % voi V2f(xo).

Teoreem 1.4

(B = G100

Teoreem 1.5 Kui funktsiooni f osatuletised 8328);', afégﬁﬂ, on pidevad punktis
2,03, 0,01

Xo, s1is nad on vordsed selles punktis.
Seega piisavalt sileda funktsiooni Hessiaan on siimmeetriline maatriks.
Teoreem 1.6 Simmeetrilise maatriksi kéik omavddrtused on reaalarvud.

Teoreem 1.7 Simmeetrilise maatriksi omavektoritest saab koostada ortonor-
meeritud baasi.

Teoreem 1.8

9 f(x0)

0%x

df (x0)

f(x0+ Ax) = f(x0) + %

1
Ax + iAXT < ) Ax + o(||Ax]]?)

2 Elementaarsed optimiseerimismeetodid

2.1 Lokaalse miinimumi maoiste

Tahistagu f funktsiooni R™ — R.

Definitsioon Punkt x* on funktsiooni f lokaalne miinimum (vai lihtsalt miini-
mum), kui leidub selle punkti timbrus U(x*) niisugune, et f(x) > f(x*) Vx €
U(x*).

Teoreem 2.1 (Fermat) Olgu x* funktsiooni f miinimumi punkt ning f on di-
ferentseeruv selles punktis. Siis V f(x*) = 0.



Toestus Olgu Vf(x*) # 0. Siis
Fx* =V f(x) = f(x) =l V)P + o(InV f(x)])
= f(x) = n(IVFx)? =07 o(n)) < f(x7)

piisavalt viikese 7 korral. See on vastuolus sellega et x* on lokaalne miinimum.

|
Uldiselt vastupidine viide ei kehti.
Teoreem 2.2 Kui f on kumer funktsioon, s.t.
Vxy fOx+ (1= Ay) < AF) + (1— N f(y)

siis tingimus V f(x*) = 0 on samavddrne sellega, et x* on funktsiooni f glo-
baalne miinimum.

Teoreem 2.3 Olgu x* funktsiooni f miinimumi punkt, ning f on kaks kor-
da diferentseeruv punktis x*. Siis V2 f(x*) > 0 (s.t. funktsiooni Hessiaan on
mittenegatiivselt mdadratud selles punktis).

Teoreem 2.4 Kui f on kaks korda diferentseeruv punktis x*, V f(x*) = 0 ning
V2f(x*) >0, siis x* on funktsiooni f miinimum.

2.2 Kiirema languse meetod

Eeltoodud Fermat’ teoreemi toestus annab idee kuidas voib funktsiooni mii-
nimumi otsida: alustame suvalisest punktist xg, ning teeme viikseid samme
gradiendi vastasel suunal otsides koha, kus funktsiooni gradient on 0. Niimoodi
konstrueerime lihendite jada

Xp+1 = Xg — MV f (Xk)

Seda meetodit nimetataksegi kiirema languse meetodiks (steepest descent, gra-
dient descent). Tasub panna téhele, et juhul kui iga k korral 7, = 7, siis kiirema
languse meetod on hariliku iteratsiooni meetodi erijuht vorrandi

x = x — Y f(x)

lahendamiseks.

Teoreem 2.5 Olgu f diferentseeruv, V f rahuldab Lipschitz’i tingimust
V() = Vi)l < Lix -yl

f on alt tékestatud, iga k korral mi, = n ning 0 < n < 2/L. Siis kiirema languse
meetodis gradient liheneb nullile:

klim Vixg)=0
ja jada f(xx) monotoonselt kahaneb.
Teoreem 2.6 Olgu f kaks korda diferentseeruv, iga x korral
MI<Vf(x)<LI, 1>0

ning 0 < n < 2/L. Siis kiirema languse meetod koondub unikaalseks lahendiks
x*, kusjuures
e — x| < flxo —x*[lg", <1



2.3 Newton’i meetod

Teine tihti kasutatav iteratiivne optimiseerimismeetod on nn. Newton’t meetod.
Olgu f kaks korda diferentseeruv. Olgu x; mingi lihend. Arendame teda Taylor’i
ritta (Teoreem 1.8):

P filx) = Foxe) + £ (6 = ) 5 (¢ = x6)” (V27 (301)) (x = )

Kui V2 f(x) > 0, siis funktsioonil fj on ainus globaalne miinimum punktis x},
mida saab otseselt arvutada. Selle punkti votame jirgmiseks lahendiks: xp 11 =
X7, ja kordame algoritmi kuni saame rahuldava tulemuse.

X1 = X = X — V2 f(xx) TV f(x5)

Tasub panna téhele, et see algoritm on “tavalise” (s.t. vorrandi f(z) = 0 lahen-
damiseks) Newton’i meetodi erijuht vorrandi V f(x) = 0 lahendamiseks.

Teoreem 2.7 Olgu f(x) kaks korda diferentseeruv, V? f(x) rahuldab Lipschitz’i
tingimust konstandiga L, f on tugevalt kumer konstandiga [:

FOX+ (1= Ny) SAf(x) + 1= Nf(y) — 1= N)[lx —y]*/2
ning alglihend xqo rahuldab
q=(LI7?)|Vf(xo)| <1
Stis Newton’i meetod koondub globaalseks miinimumiks x* ruut kiirusega:

k
e — x| < (21/L)q?

3 Kvasi-newton’i meetodid, naturaalne gradient

3.1 Kvasi-newton’i meetodid

Kvasi-newton’i optimiseerimismeetodid kombineerivad gradient-meetodi eelised
(lihtsad arvutused) koos Newton’i meetodi omadega (kiir koonduvus). Neid on
pakutud mitu ja koik omavad iildist struktuuri:

Xpt+1 = X — MeHEV f(x)

kus maatriks H, arvutatakse rekurrentselt igal sammul kasutades eelmisel sam-
mul saadud informatsiooni, nii et (Hy, — V2 f(xz)~!) — 0. Piiril need meetodid
ldhenevad seega Newton’i meetodile.

Teoreem 3.1 Olgu f alt tokestatud, diferentseeruv, Vf rahuldab Lipschitz’i
tingimust ning
mI <H, < MI, m>0.

Siis kvasi-newton’i meetodis kus n =1 > 0 on piisavalt viike, V f(xx) — 0.

Teoreem 3.2 Olgu x* funktsiooni f miinimum. f on kaks korda diferentseeruv
x* dimbruses, V2f(x*) > 0 ning

IH = V2f(x*) 7Y =0

Stiis kvasi-newton’i meetod, kus ny = 1, lokaalselt koondub punktiks x* kiiremini
igast geomeetrilisest progressioonist.



Niiteks jargmine on maatriksi Hy arvutamise reegel Davidson-Fletcher-Powell’i
meetodis:

Huyry} Hy n kPkP;}F
yiHiys Pl Yk
kus pr = —HyVf(xk), y& = Vf(xpt1) — Vf(xk) (7).

Hy 1 =Hg — , Hp>0

3.2 Naturaalne gradient (Natural Gradient)

Teine motekaik kvasi-newton meetoditeni joudmiseks. Tavaline kiirema languse
meetod sisuliselt leiab etteantud punktist fikseeritud kaugusel oleva punkti, mis
minimiseeriks funktsiooni f lineariseeritud versiooni, s.t. seda meetodit saab
kirja panna niimoodi:

Xpe1 = argmin (f(xx) + VF(xx)" (x - xx))

llx—xgl|<er

Mbnikord osutub kasulikum kasutada kauguse modduks mitte tavalist Eukleidi-
list kaugust, vaid nn. Riemann’i kaugust. Riemann’i geomeetria korral definee-
ritakse kaugust punktide x ja x + Ax vahel kui:

d(x,x + Ax) = / AxTG(x)Ax

kus G(x) on n x n positiivselt méiratud maatriks (Riemannian metric tensor)
ja Ax on viike. Osutub et sellises ruumis avaldub funktsiooni gradient kujul

Ve f(x) = G(x) 'V f(x)
Seega kiirema languse meetodi reegel on

Xpp1 = X — NG (x) T V(%)

4 Kiirema languse meetodi edasiarendused

4.1 “Raske kuuli” meetod

Lisame kiirema languse meetodile “inertsi”, s.t. arvestame igal sammul ka eel-
mist sammu:

Xpy1 = Xk — MV f(xXp) + ap(xp — Xp—1)

Kus 0 < aj < 1 on nn. “inertsitegur” (momentum term,).
Teoreem 4.1 Olgu x* funktsiooni f miinimum, I1 < V2 f(x*) < LI. Kui
ap=a, =10 0<a<l, 0<n<2(1+a)/L

siis leidub € > 0 selline, et iga xo, X1 jaoks punkti x* e-uimbrusest, koondub
raske kuuli meetod miinimumiks geomeetrilise progressiooni kiirusega.



4.2 Kaasgradientide meetod (Conjugate Gradient)

Kaasgradientide meetod on “raske kuuli” meetod, kus igal sammul leiakse op-
timaalsed 7 ja a:

X1 =Xk — MV (Xk) + ag (X — Xp—1)

{nk, agt = aligm;n fxe —nVf(xg) + a(xp — xk-1))
n,0

Ruutfunktsiooni korral
1

fx) = §XTAX —-bTx, A>0

saab leida lahendid:
_ lrxl*(pApr) — (ripr) (Pi Ari)
(rf Ary)(pf Apr) — (pf Ary)?
_ Il (i Are) — (v pi) () Ary)
(rf Ary)(p{ Api) — (PrAT)?
r,=Vf(xr) =Axp —b, pr=xp —Xp_1

Teoreem 4.2 Gradiendid v kaasgradientide meetodis on paarikaupa ortogo-
naalsed.

Teoreem 4.3 Ruutfunktsiooni korral koondub kaasgradientide meetod lahendiks
dlimalt n sammuga.

5 Stohhastiline kiirema languse meetod

Praktikas meil on tavaliselt vaja minimiseerida mingit hinnangu (riski) funkt-
siooni kujul J(w) = E{g(w,x)}. Siin w on mingi kaalude vektor mille suhtes me
minimiseerime, x — juhuslik vektor tihedusfunktsiooniga f, E on keskviirtus
x jaotuse jiargi. Tihedusfunktsiooni f tavaliselt teada ei ole, on aga ndidete
komplekt x1, X2, ... X,.

(Niide: selleks et leida x keskviisirtust, peame me leidma w, mis minimiseeriks
funktsiooni J(w) = E{||lw — x/|?}).

Sel juhul kiirema languse meetod néeb vilja niimoodi:

Wit1 = Wi — Nk VwE{g(Wr,x)}
kus

Ve E{g(wi, %)} = Vs / o(Wi %) (x)dx = / Vg (Wi ) f (x)dx

kus viimane operatsioon on lubatud juhul kui g on kaks korda diferentseeruv
w jargi. Praktikas me kasutame teoreetilise keskviirtuse arvutamise asemel
néidete keskmist:

1 m

i=1



Sellist optimiseerimisreeglit nimetatakse paketipohiseks (batch). Monikord kesk-
védrtuse arvutamine igal iteratsiooni sammul on liiga raske kas selle parast et
néiteid on liiga palju, voi selle parast et néited tulevad pidevalt véliskeskkonnast.
Siis kasutatakse nn. on-line optimiseerimistehnikat, kus keskvéaértust ei arvutata
iildse, vaid igal iteratsiooni sammul voetakse mingi juhuslik néide x;:

Wgt+1 = Wg — nkvwg(wka Xi)

Osutub, et kui niited valida komplektist juhuslikult, koondub (teatud mottes)
ka selline meetod lahendiks, tosi kiill, koondumine on aeglasem ja juhusliku
iseloomuga. Koondumise jaoks peab kehtima

oo o0
an = 00, Zn,% <00
k=1 k=1

6 Tingimustega optimiseerimine

6.1 Pohimoisted

Definitsioon Olgu @ C R”™. Funktsioonil f on punktis x* tinglik (lokaalne)
miinimum, kui f(x*) < f(x) iga x korral hulgast U(x*) N Q kus U(x*) on
punkti x* mingi imbrus.

Teoreem 6.1 Olgu f diferentseeruv tema miinimumpunktis x* ja Q@ C R™ ku-
mer. Siis iga X € Q korral

Vi) (x—x*) >0

Teoreem 6.2 Olgu f diferentseeruv punktis x* € @, Q kumer ja iga x €
Ux*)NQ korral

ViIxHTx—x")>allx—x*, a>0

Siis x* on funktsiooni f miinimum hulgal Q.

6.2 Gradiendi projektsiooni meetod

See on kiirema languse meetodi vahetu iildistus. Kasutame tavalist gradientmee-
todit, aga kui mingil sammul saadud xj; on véljaspool hulka @, proetseerime
seda sinna tagasi. Seega saame meetodid:

Xp+1 = Po(xk — eV f(xk))
Kus Py on projektsioon hulgale Q:

Po(x) = argmin|jx — |
YEQ

Kinnise @ korral Pg(x) eksisteerib iga x korral, ning kumera @ korral ta on

unikaalne.

Teoreem 6.3 Olgu Q C R™ kumer ja kinnine. Olgu f kumer diferentseeruv
funktsioon millel leidub hulgal Q@ miinimum x*. Rahuldagu V f hulgal QQ Lipsc-
hitzi tingimust konstandiga L ning olgu 0 < n < 2/L. Siis gradiendi projektsiooni
meetodis x5, — X*.



Niiteks selline meetod voiks rakendada siis, kui meil oleks vaja leida funktsiooni
f(x) miinimumi tingimusel ||x|| < 1. Sel juhul kasutame me lahendi leidmiseks
tavalist kiirema languse meetodit, ning kui mingil sammul ||xz| > 1, normali-
seerime vektorit.

6.3 Lagrange’i kordajate reegel

Olgu meil antud funktsioonid g; : R® — R, ¢ = 1,...,m ning me otsime funkt-
siooni f miinimumi x* mis rahuldaks tingimusi g;(x*) = 0. S.t. me otsime f
miinimumi hulgal @ = {x | ¢;(x) =0, i =1,...,m}.

Teoreem 6.4 (Lagrange’i kordajate reegel) Olgu x* funktsiooni f miinimum
hulgal Q, funktsioonid f, g; pidevalt diferentseeruvad x* imbruses ning Vg;(x*)
on lineaarselt soltumatud. Siis leiduvad arvud Aq,..., A\, mitte koik vordsed
nulliga, et

Vf(x")+ Z AiVgi(x*) =0
i=1
Funktsiooni
L(x,A) = f(x) + ATg(x) = f() + D> Nigi(x)
i=1

nimetatakse Lagrange’s funktsiooniks. Lagrange’i kordajate reeglit saab siis tim-
bersonastada kui:

ViL(x*,A*) =0, VyL(x*,A*)=0
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